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Mit Hilfe der nichtlinearen Elastizitdtstheorie wird der thermische Widerstand durch Schrauben-
versetzungen, die in bestimmter Weise angeordnet sind, berechnet. Es zeigt sich dabei, da3 in Kupfer
oberhalb der Temperatur des fliissigen Heliums die Art der Anordnung keine Rolle spielt und der
Wiarmewiderstand der Versetzungsgruppe in guter Néherung gleich ist dem bei statistisch verteilten
Versetzungen. Unterhalb von etwa 4 °K findet man, da die Wérmeleitfiahigkeit stirker als quadra-

tisch mit zunehmender Temperatur ansteigt.

1. Einleitung

Die Streuung der Gitterwellen an den Fehlstellen
des Kristalls fiihrt zu einem Warmewiderstand, der
wegen der fiir jeden Gitterfehlertyp spezifischen
Wellenlangenabhangigkeit des Streuquerschnitts eine
charakteristische Funktion der Temperatur ist. Bei
regelloser Verteilung und Abstdnden der Gitterfeh-
ler, die grofl gegeniiber der effektiven Wellenldnge
der Gitterschwingungen sind, setzt sich der Gesamt-
widerstand additiv aus den Einzelwiderstdnden zu-
sammen !. Diese Voraussetzung ist aber bei sehr tie-
fen Temperaturen nicht erfiillt, da die dominieren-
den Wellenldngen dann vergleichbar oder sogar gro-
Ber als die Abstinde der Fehlstellen sind, so dal}
der kohirente Anteil der Streuung nicht mehr ver-
nachldssigt werden darf.

Es soll im folgenden untersucht werden, wie grof3
der Einflul des kohirenten Beitrags der Streuung
von Gitterwellen an Schraubenversetzungen verschie-
dener Anordnung auf die Zunahme des Warme-
widerstands ist, und von welcher Temperatur ab die
Voraussetzung regelloser Verteilung der Fehlstellen
nicht mehr gerechtfertigt werden kann. Zur Berech-
nung der Wechselwirkung der Gitterwellen mit dem
Verzerrungsfeld der Versetzungen beniitzen wir die
nichtlineare Elastizititstheorie, was bei tiefen Tem-
peraturen sicher erlaubt ist. Die Wahrscheinlichkeit
fiir die Vernichtung eines Phonons der Welle mit

* Dissertation, Technische Hochschule Stuttgart 1965.

1 Im vorliegenden Fall vernachldssigen wir die Dreiphono-
nenprozesse, da wir uns auf so tiefe Temperaturen be-
schrinken, bei denen die Gitterwellen im wesentlichen nur
durch Versetzungen gestreut werden (siche H. Bross, P.
Gruner u. P. Kirscuenmann, Z. Naturforschg. 20 a, 1611
[1965], voranstehend).

Ausbreitungsvektor f und Polarisation j (¢}: Ein-
heitsvektor der Polarisation, j=1, 2, 3) und die
gleichzeitige Erzeugung eines Energiequants der
Welle (f’, j) ist dann vollstindig durch das von den
Gitterfehlern erzeugte Gesamtverzerrungsfeld be-
stimmt.

Das Transportproblem wird nach der in 12 an-
gegebenen Methode mit Hilfe eines Variationsver-
fahrens gelost. Aus Platzgriinden konnen wir hier
nicht den gesamten Formalismus zur Berechnung der
Warmeleitfahigkeit darstellen. Wir beziehen uns des-
halb des 6fteren auf die in I ausfiihrlich dargestellte
allgemeine Methode und verwenden die dort angege-
benen Gleichungen.

Vergleicht man die in II® mitgeteilten theoreti-
schen Ergebnisse des Warmewiderstands einer Ein-
zelschraubenversetzung mit den experimentellen Da-
ten, die von Kemp, Kremens und Tainsu ¢ fiir Kup-
ferlegierungen angegeben wurden, so erhilt man
unter der Voraussetzung regellos verteilter Verset-
zungen verhiltnismiBig gute Ubereinstimmung. Der
theoretische Wéirmewiderstand pro Versetzungs-
linieneinheit ist etwa um einen Faktor 2 kleiner als
der experimentelle. Sehr viel schlechter ist die Uber-
einstimmung in Ionenkristallen. Der experimentelle
Wert des Warmewiderstands je Versetzungslinien-
einheit ist hier etwa tausendmal grofer als der theo-
retische (die Versetzungsdichte wurde bei den Ex-

2 H. Bross, Phys. Status Solidi 2, 481 [1962].

3 H. Bross, A. Seecer u. P. Gruner, Ann. Phys. Leipzig (7),
11, 230 [1963].

4 W. R. G. Kemp, P. G. Kremens u. R. J. Tamsn, Phil. Mag.
4, 845 [1959].
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perimenten mit Hilfe der Atzgriibchenmethode be-
stimmt > %), Aus den folgenden Untersuchungen er-
gibt sich, daB} diese Diskrepanz zwischen Beobach-
tung und Rechnung nicht wesentlich vermindert wer-
den kann, wenn man die Art der Versetzungsanord-
nung beriicksichtigt.

2. Die Streuung von Gitterwellen an einer Reihe
von N zur z-Richtung paralleler Schrauben-
versetzungen

Die Verteilungsfunktion N,} der Phononenzu-
stinde im thermischen Gleichgewicht wird durch ein
duleres Temperaturgefille so lange verdndert, bis sich
durch die Streuung der Gitterwellen an den Fehl-
stellen eine neue stationire Verteilung N} einstellt,
die durch die linearisierte Borrzmannsche Transport-

_ , 1
N% =N0%—KT2

oo oo +n . o
ot +DNot 3 3 3 (R D) Yan(P,) (37 grad: T)
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gleichung bestimmt ist. Wahrend die Energieabhin-
gigkeit von N{bei der Streuung von Gitterwellen an
statischen Fehlstellen exakt bestimmt werden kann,
1aBt sich im allgemeinen diese Integralgleichung in
bezug auf die Winkelabhingigkeit von N} nur n-
herungsweise losen, da die Streuung — sieht man
von Punktfehlern ab — nicht isotrop erfolgt. Man
filhrt deshalb die Borrzmans-Gleichung nach 1 auf
ein Extremalproblem zuriick und 16st dieses mit dem
Rrrzschen Verfahren, indem man die Entwicklungs-
koeffizienten eines geeignet gewihlten Ansatzes fiir
die Abweichung der Verteilungsfunktion im statio-
niren Zustand von der im thermischen Gleichgewicht
variiert. Man erhilt dann ein lineares Gleichungs-
system der Form

(2.1a)

fiir die durch 7

(2.2)

deﬁmerten unbekannten vektoriellen Grofen Bn (Y, normierte Kugelflichenfunktionen, w}: Frequenz

der Welle mit Ausbreitungsvektor f und Polarlsatlon j). Die Koeffizienten des Gleichungssystems (2.1a)
sind dabei definiert durch den die gesamte Information iiber den Streuvorgang enthaltenden Ausdruck ®

jJ irs
_ mm’ — W % 1 ] ¥
KTM27’L, j",sz - f (N0f+ )N() (hwf) . (2.1}))
Yo (9, @) {01 (h 0})" Yo (8, ) = 77" (R )" Yo (&, ¢') }
mit der Symmetrieeigenschaft mit
79", )
My =M (21e) KT mm—z (Not+1) Not(h o)™ ¥ um (9, )

Die Wahrscheinlichkeit dafir, daBl pro Zeiteinheit
ein Phonon der Welle (f,j) vernichtet und gleich-
zeitig eines der Welle (I’,j’) erzeugt wird, hingt
vom Quadrat der Fourier-Transformierten des Ver-
zerrungstensors der Gitterfehler ab und ist bei der
Streuung von Gitterwellen an statischen Fehlstellen
nur dann von Null verschieden, wenn die Energie
des emittierten Phonons gleich der des absorbierten
ist. Fiir den Tensor der Gitterwéarmeleitfahigkeit fin-
det man 2

jo 7
x—— 1o S RERE  (23a)
T Vo j»m,n,r r r
5 R. SerouLr, M. Moss u. H. W. Weistock, J. Appl. Phys.
30, 334 [1959].
6 S, Ismroka u. H. Svzuxi, J. Phys. Soc. Japan 18, Suppl. II,
93 [1963].
7 Der Wellenvektor R ist durch die Frequenz w, und die

sphirischen Winkel (&, @) festgelegt.

(2.3b)
(Vy: Kristallvolumen).

a) Die Ubergangswahrscheinlichkeit

Das Gesamtverzerrungsfeld €gr(r) einer Reihe
von Versetzungen entlang der z-Achse kann in der
Niherung der Elastizitdtstheorie dritter Ordnung®
durch lineare Superposition der Verzerrungen der
Einzelversetzungen €g(1) dargestellt werden:

N

€r(1) = .Zles(r—h ;) (2.4a)
i=

8 (2.1b) geht aus I, (5.21¢c) hervor, wenn man dort den
Beitrag der Normalprozesse weglaft.

9 Wir gehen in der Entwicklung der potentiellen Energie
nach den Verzerrungen bis zu Gliedern, die kubisch in den
Verzerrungen sind.
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(2;: Ortskoordinate der i-ten Versetzung, i;: Ko-
ordinateneinheitsvektor) . €g(r) ist der Verzerrungs-
tensor der Elastizitdtstheorie 2. Ordnung einer sich
im Ursprung des Koordinatensystems befindenden
Versetzung. Ist

1 ’
€s(g) = (@m*" fes(r) exp{ —ig-t}dr, (2.4b)

die Fourier-Transformierte des Verzerrungstensors
der Einzelversetzung, so erhilt man aus (2.4a) die
Fourier-Transformierte des Verzerrungstensors der
gesamten Reihe:
N

€r(g) = €s(g) ,Zlex[) {-tgz}. (2.4¢)
In einem isotropen elastischen Kontinuum sind die
einzigen von Null verschiedenen Komponenten von
€5(g) bei einer zur z-Richtung parallelen Schrauben-

P. GRUNER

1 ib Zs
es13(g) = — 2 2m)" g+ g 0(gs) =es31(q) ,
(2.5a)
1 1ib
eg23(g) = L 5(gy) =es3:(0)

2 (2m)" &> + 85’
(2.5b)
(b: Betrag des Burcers-Vektors).

Setzen wir (2.4c) in den in I angegebenen Aus-
druck fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit ein und
berticksichtigen, daf} die Dilatation einer Schrauben-
versetzung in der Elastizititstheorie 2. Ordnung nach

(2.5a und b) Null ist, so finden wir
Wri-t =Wsi-¥ F(|k.—k/|)

mit dem Anordnungsfaktor

(2.6a)

N N
F(l kz_k.c, |) = z Iexp{i(kz—kz,) Rn'} , (2.6Db)

i=1i'=

versetzung nach 11: wobei Riy=x;—xy st (2.6¢)
und
i 7 2m)* S(wf-of) |\, ; 5 y
£ T T 0 e d oy B . DAL
Wsi-t 16[Vo00)®  ())? (e -et) f. €s(g) "f'(4 4, - 4;)
+[(ef-F) ef -es(g) ¥+ (ef -¥) e} -€s(g) T (—84;—4 4, +24,+2 4;5) (2.6d)

+[(e}F) E es(g)-ef + (ef -B) - es(g) ef + (FF) ef-es(g).ef] (24, — 4;) 2

g=— (F=¥) (0p: Massendichte). (2.6e)

Zur weiteren Diskussion des Anordnungsfaktors ¥
formen wir (2.6b) noch etwas um. Es ist

N N
F=N+ Z Zlexp{i(kz—kz') Rii'} #

i=1 i'=

it
Wenn die Versetzungen auf der z-Achse regellos ver-
teilt und ihre Abstinde grof} sind gegeniiber der
dominierenden Wellenldnge der Gitterschwingungen,
so ist der zweite Summand in (2.6f) bei grofler An-
zahl N der Versetzungen eine rasch oszillierende
Funktion und kann vernachlassigt werden. In diesem
Fall diirfen die Ubergangswahrscheinlichkeiten der
Einzelstreuprozesse einfach addiert werden, was
dann zum Gesamtwiderstand N o5 fithrt (os: der
durch eine Einzelversetzung erzeugte thermische Wi-
derstand). Dagegen ist bei sehr tiefen Temperaturen
(T~0) wund nahe benachbarten Versetzungen
(k Rjy~0) der Anordnungsfaktor F~N2. Der ther-
mische Widerstand der Reihe wird deshalb zwischen

den Extremwerten /N 05 und N? og liegen.

Wie in II definieren wir die zueinander orthogo-
nalen Polarisationseinheitsvektoren e} so, daB der

mit

(2.6f)

transversale Polarisationsvektor ¢%* in einer Ebene

senkrecht zur z-Richtung liegt. ¢{ soll parallel zum
Ausbreitungsvektor sein. Diese Forderungen werden

durch
e =1/|1];
T ! 423 il (2.7)
e = o [l 215 2.7
I HCRRV O W e

eTz 1 22
S o 7 951 —R1
P et Re?) 0

erfiillt. Wegen dieser Festsetzung und der Invarianz
des Verzerrungstensors einer Schraubenversetzung
mit dem Burcers-Vektor in Richtung z gegen eine
beliebige Drehung um die z-Achse, héngt Wsi b
nur vom Differenzwinkel (¢ —¢) ab, was zur Folge
hat, dall im Fall der Einzelschraubenversetzung nur

i, . . ..
die Matrizen M 7" von Null verschieden sind, fiir
rr

die m+m’=0 ist. Diese Symmetrieeigenschaft der

] 7’! . .

M svird durch die besondere Anordnung der
ry

Schraubenversetzungen entlang der z-Achse zerstort.

Da jedoch der Anordnungsfaktor F nur vom Betrag
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der Differenz der 2-Komponenten von f bzw. " ab-
hiingt und Wsi_§ die oben erwihnte Invarianzeigen-
schaft hat, ist Wg}_}invariant gegeniiber Spiegelung
an den Ebenen k,=0 bzw k,=0. Infolgedessen

7’
sind die Koeffizienten M””", nur dann nicht 0, wenn
T

m +m’ gerade Zahlen smd:

<.

j g
+m’ ’
rr

(2.8)

74" 7

' m’
Mn;r:' —(—1) M n
r

rr

N3 3‘

Im folgenden beschrinken wir uns auf die Nahe-
rung n=1 in der Winkelabhingigkeit der Vertei-
lungsfunktionen. m kann dann nur die Werte 0, +1

und —1 annehmen. Mit der Symmetrieeigenschaft (2.8) 1aft sich das Gleichungssystem (2.1 a) in dieser
Néherung in drei voneinander unabhingige Glei(‘hungssysteme zerlegen:

(53]

9 I
M-t + (-1 ‘M =Nii =1, 2 2.9
P R Ty (=12 (2:92)
und 2 M‘i"i’ 8‘13 =Nii, (i1, 15, 13: kartesische Einheitsvektoren), (2.9b)
% SN 1A
. ; 47\ ¥V KT)r+s ;
wobei N = — (73) 5 ;)3 (h3( )])2 (r+3)!{(r+3) st (2.9¢)

Die einzigen von Null verschiedenen Komponenten des Warmeleitungstensors sind die Diagonalelemente

1 ](;3—14_(_1) 81) L

xu='l707f 2N ——(t=1,2) und #g3= — VOT Z NIt 1 is (2.10a, b)

jr V2 IL_'I

b) Berechnung der Matrixelemente M’%‘
T

‘“‘15‘:

Es wurde schon erwihnt, daB8 bei der Streuung der Gitterwellen an statischen Fehlstellen die Energie
des emittierten Phonons gleich der des absorbierten sein muf}. Auflerdem bleibt nach (2.5a und b) die
z-Komponente des f-Vektors bei der Streuung an Schraubenversetzungen mit Burcers-Vektor parallel zur
z-Richtung erhalten. Nach der Integration iiber |f|und %, erhilt man 10

—-KT "/]m

n
r

G -( Ly E s 1
22)*) @2 (@) |7 (@)%

ﬁ‘3‘5 >

10
In (2.11a) wurde beniitzt, daf

' (Not +1) Nt ()77 +3
Wi I [0 T (cos®) — 811" IT% (81”7 cos ¥) exp{im’w}] IT}y (cosP) (2.11a)

24
j
0 .
N 2= ’ %Ri;" . sa0 1 : ’ o j
Z [e { o “ [sin & cos p — ((Bi1")2 — cos® F) " cos (¢ + ) ] }exp{l(m+m ) ¢} d(p)sm't9 dddy dwé}

Lc’

fF(cos 9) 62 { 19— = cos’ﬁ }sm’ﬂ' =" F(ﬁ’ T cosP) (2.11b)

ist. AuBerdem haben wir die kontinuumstheoretische
Beziehung w}=c/|f| verwendet und den Differenz-
winkel =@ —¢ eingefiihrt. Das Verhiltnis der
Schallgeschwindigkeit c//c’” wurde durch S/ abge-

19 st », erhilt man aus st y indem man die §-Funk-
tionen uber % und k; durch 1 ersetzt, fiir | R’ | und cos ¥
die Werte w4/ci’ baw. pi’'i cos ¥ einfiihrt.

kiirzt. I1; (cos ¥) sind normierte zugeordnete Kugel-
funktionen. Wegen den Symmetriebeziehungen (2.1c)
und (2.8) brauchen wir nur diejenigen Matrixele-
mente zu berechnen, fiir die ¢/ > ¢/’ ist.
An Hand von Gl. (2.11a) laBt sich fiir den Fall
n=1,m=m"=0 zeigen, daf
T

c j
00 — 0
M11+M11—— o M3
re c r

o

(2.12)
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ist. Das hat zur Folge, daf} die Determinante des
Gleichungssystems (2.9b) identisch gleich Null ist
und daf} deshalb die zz-Komponente des Wéirme-
widerstands wie bei einer Einzelschraubenversetzung
verschwindet. Dieses Ergebnis war natirlich zu er-
warten, da auch bei der Streuung der Gitterwellen
an einer Gruppe von zur z-Richtung paralleler
Schraubenversetzungen k, ungeéndert bleibt.

Es sei schon an dieser Stelle darauf hingewiesen,
dall wegen der Frequenzabhingigkeit des Anord-
nungsfaktors (2.6b) das Temperaturverhalten der
Wairmeleitfahigkeit, zumindest bei tiefen Tempera-
turen, gegeniiber demjenigen bei regelloser Verset-
zungsanordnung verdndert wird.

Mit Hilfe der Methode der stationédren Phase kann
gezeigt werden!!, dafl fiir grofle Versetzungsab-
stinde die Beitrige zu den Matrizen M bei Uber-
gingen zwischen longitudinalen und transversalen
Phononenzustinden (LZT;, LZT,) wie (R;y)~2°
gegen Null gehen, wihrend bei Ubergingen zwischen

P. GRUNER

longitudinalen (L — L) oder transversalen Zustén-
den (T;—~T;, To—T,, T; =T,) die Matrizen M
sich asymptotisch wie (R;) ~! verhalten 12, Eine Ab-
schitzung fiir sehr kleine Versetzungsabstinde er-
gibt, da8 bei L Z T-Ubergiingen erst unterhalb einer
sehr tiefen Temperatur Ty die Anordnung der Ver-
setzungen eine Rolle spielt. Die Abschdtzung ergibt
fiir einen Versetzungsabstand von 20 Burcers-Vek-
toren in Kupfer den Wert Tp=1,5 °K. AuBerdem
zeigte sich bei der Berechnung des Wirmewiderstan-
des einer Einzelschraubenversetzung (II), daff die
Wahrscheinlichkeit fiir Uberginge der Art L==T
klein ist gegeniiber derjenigen fiir Ubergiinge zwi-
schen transversalen Phononenzustinden. Die eben
angefiihrten Griinde berechtigen zur Vernachléssi-
gung des zweiten Summanden in (2.6f) bei L<=T-
Ubergiingen. Wir werden deshalb nur in den Fillen
L—Lund T—T (7 =1) den Phasenbeitrag be-
riicksichtigen und bei L — T-Ubergingen die Ver-

setzungen als regellos verteilt ansehen.

In (2.11a) ist nur der Integrand des letzten Faktors von ¢ abhéngig.

Fiir fii" =1 ist:

N N 2z [ Bead _ ,
I=2 3 [ expjii wct].R" sin 9 sin % sin (tp + %)} exp{i(m+m’) ¢} de. (2.13a)
Das Integral von (2.13a) liBt sich mit der Substitution ;=1/2 + ¢ auf die Integraldarstellung der BesseL-
Funktion J/,,,, zuriickfilhren. Man erhalt:

; , ' 20f 5 . o
I=2a(-1)""exp{—i(m+m) p/2} > > Jnim (70‘]"7‘ R;i sin sin w/2> . (2.13b)
i=1d=1
Die weitere Auswertung der Integrale (2.11a) ist an die spezielle Form der Koeffizienten Wsi_¥ gebun-
den. Es wiirde zu weit fithren, wollten wir die umfangreiche Berechnung jedes einzelnen Matrixelements
hier darstellen. Wir wollen deshalb den weiteren Gang der Rechnung nur skizzieren. Die Untersuchungen

j g’
zeigen, daf sdmtliche Matrixelemente My "% formal wie folgt dargestellt werden konnen:
f T

Mr’nr’n NM’;‘77'+2A” i%%zBaBﬂC k1
R = sTh ar r 5 5 3 ay
Py e ! azl ,921 5=01=0 =1 +Si Bjs* G ' o m’s 0, B 1) ' (2.14a)
S(m'*‘m,’r'*‘r,,k’l; bzzi')
mit den Abkiirzungen B;=44,—A4,, By=—2A4,+45, B;=24,, (2.14b)
. 3 b2 L(cT)4 ,
O S A il r+r'+3 .14
Qr4r (2.71)4 ( )7h4 (KT) (21 C)
. |0 fiir j=L, j/=T oder umgekehrt
17
L {1 in allen anderen Fallen.

11 H. Bross, Z. Phys., in Vorbereitung. 12 Tm Anhang sind die Matrizen MLL , MT.T;, MT:T: und

MT,T: fiir groBBe R;ir angegeben.
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Dabei ist MS " das Matrixelement einer Einzelschraubenversetzung. Man entnimmt aus (2.14a), daB bei

statistischer Anordnung der Gitterfehler — der zweite Summand von (2.14a) ist in diesem Fall Null —
die Beitrdge der einzelnen Fehlstellen zur Gesamtmatrix a(_idltlv sind. C(j,j;m,m’;a,B;kl) sind ge-
wohnliche Zahlen. Durch die GroBen J(m +m',r+ 7', k,1; bly) haben wir das Integral

oo

B V4
S(m+myr+7, bl bis) = [ .°
0

(e#—1)2
n2n

[ [ Tmem (blyzsin ¥ siny[2) (sind) ™" Flcos? P cosly dddy  (2.14d)
00

zr+r’+3 dz

abgekiirzt. Dabei sind
bly =2[KT/(hcl)] Ry (2.14e) und z=hol/(KT). (2.14f)

Der Exponentialfaktor im Integranden von (2.14d) riihrt von dem Produkt der mittleren Besetzungszahlen
des thermischen Gleichgewichts her. Da nach (2.5a und b) und (2.6d) Wsi%y proportional zu (w})O ist,
geht nach (2.11a) die Frequenz mit der Potenz r +r 43 in das Integral (2.14d) ein. In der Naherung
n=1 kann k die Werte 0, 1, 2, 3 und 4 annehmen, wiahrend [ gleich 0, 1, 2 oder 3 ist.

c) Auswertung des Integrals Y(m+m',r+1',k 1;b i)

m+m’ ist — in der Néherung n=1 — 0 oder 2, wie oben schon erwihnt wurde. Es a8t sich zei-
gen, daBB (2,7 +7",k,1;b}y) auf Integralemit m+m’ =0 zuriickgefiihrt werden kann. Es ist hierzu die
BesseL-Funktion J,(z) in bekannter Weise durch J,(2) =Jy(z) +2-d?/,(x)/d2? darzustellen. Durch par-

tielle Integration erhélt man dann die Beziehung:

Y2 r+7 kb bie) = — (0, 1+ 7', by L3 bli) + 2213 g

Sy 0. rr k+1,1; bl . (2.15)

Wir kénnen uns deshalb darauf beschrinken, nur das Integral (0, 7+, k,[; bfy) zu berechnen.

a) Fall I: i=4, d. h. b};=0. Dieser Fall soll nur deshalb kurz untersucht werden, weil er ohne groBen
rechnerischen Aufwand die maximalen Werte liefert, die das Integral Y(m+m',r+7',k,1; bl;) annehmen
kann (bei statistischer Verteilung der Versetzungen treten nur Integrale mit b/y=0 auf). Da die BessEr-
Funktionen J,(x) bei x=0 nur dann von Null verschieden sind, wenn » =0 ist, folgt aus (2.14d)

) 7 2x
S(m+m',r+1r,k1;0) =0mim.0° e 234z [ sin cos & 4P coslydy. (2.16a)
o (#=1)2 0 0
Die beiden Winkelintegrale lassen sich sofort ausfiihren:
4dn 2
(oY 4 4 . — . TS
S(m+m/,r+r,k1;0) = kol 01.00mem’ oof (o — 1)2z dz. (2.16b)

Nach partieller Integration 1aft sich (2.16b) auf ein bekanntes Exponentialintegral zuriickfiihren. Man erhalt
L
2k+1
Dabei ist { die Riemannsche Zeta-Funktion.

p) Fall II: i=i. Da der Integrand von (2.14d) mindestens wie z! gegen Null geht (r+r" = 0), kon-
nen wir die Exponentialfunktion entwickeln:

of @ 1)2f(z) dz= — of dz(iezji)f(z) dz= — Of Iz(sgle )f(z) dz. (2.17)

S(m+m/,r+r,k1;0) = 81,00mem,o(r+7 +3)! {(r+7 +3) (2.16¢)

Setzen wir diese Umformung in (2.14d) ein und differenzieren entsprechend der Potenz von z (r+71" +3)-
mal nach s, so wird:
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~ 7 : «© L qrtrt3 =
\S(O,T+T ,k, l; bgz’) =—4 sgl (— 1)r+r $ a:s'r_—’;’;,q_é Of e dZ
a2 n

[ [1o(biyzsindsiny) sin® cos?* 9 cos2ly dd dy,
00

(2.18)

wobei die Differentiation und die Summation beziiglich s nicht vertauscht werden darf. Die Integration
iber 9 ergibt 13

. a2 n )
i(k,l;blyz) = [ [Joy(blirzsindsiny) sin & cos? 9 cos 2 1y di? dy
00

—1 © ]k+‘/z(biji'z sin W) | (2193)
=9k /2 I 1 ! . _ A
K ieh J.Coszlw (blirz sinyp)*+

Mit Hilfe der Integraldarstellung der Besser-Funktionen

2(y/2)” 1 1
]v(y)=m:(y;/7/2)‘ of cos(yt) (=)= ds

kann man das Integral (2.19a) iiber v noch umformen:

I'(k+12)

ST T — _2\k i
i(k,1; blyz) Val b+ D) g f (1=&)*d: f cos(blyzsinyi) cos 21y dy (2.19b)
’ ; I'(k i
oder i(k,1; blyz) = VJZI,(I£+_I_1)/2 Of Joy(blirzt) (L—e2)% de. (2.19¢)
Nun kénnen wir die Integration iber die Variable z ausfiihren 13, Es ist
=S X 7. 2l
[ e Iy(bliyzt) dz= L i) (2.20)

V2 + (bly )2 (s+ Vs + (b))%
Fiihren wir noch die Substitution

PR o [ Gk
t—zbf,;' 1- (ay)? (2.21a) mit a= { [L+ (bie/s)2 "+ 1 (2.21b)

ein, so folgt aus (2.18) mit den Gln. (2.19) bis (2.21)

S0, r+7, k13 bli) = —4(=1)™*" Val (k+'z)

T'(k+1) (2.22)
1 21[1_ (2(3/551 )ay)zr
§ qr+r+3 2a21i1_f Y T Uy 5
= dsr+r+3 bl l—ay Y -

Die Form von (2.22) léBt vermuten, da8 die Integrale (0,r+r",k,1) fiir groBe ¢!y, d. h. groBe Verset-
zungsabstinde oder hohe Temperaturen wie 1/bs gegen Null gehen, was die genauere Untersuchung im
Anhang auch bestatigt. Das Integral iiber y kann ebenfalls analytisch ausgewertet werden. Wir wollen die
Integration hier jedoch nicht im einzelnen durchfithren, sondern uns darauf beschrinken, zwei Rekursions-
formeln anzugeben, mit denen das Integral zu losen ist. Alle Integrale (2.22) haben die Form 4

a2l 22f+1 1 2(+1) . (bﬂu, 211: .
g(f, l) = wQHTI* ('){ ﬁi—”aTyz)’éﬁf dy, (2233) wobei w= [1 + [ s > J +1 1st. (223b)

Mit partieller Integration bestatigt man die Rekursionsformel

1 2 4|
g(fl+1) = *—27T1~1(2l+2f+1)g(f,l) St (2.24)

13 Macyus—OBERHETTINGER, Formeln und Sitze fiir die speziellen Funktionen der mathematischen Physik, Springer-Verlag,
Berlin 1948. 14 f durchlduft die Werte 0, 1, 2, 3 und 4.
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. ‘ 921+1 1 2t
Die restlichen Integrale g(f,0) = Wi Of (17—a2?/$ﬂ:17 dy (2.25)
lassen sich mit der ebenfalls durch partielle Integration zu bestatigenden Rekursionsformel

’ 1 1 p g2 r
](P,q)=2(q_1){'(1_agy?1+(2q—P—3)l(P’Q“1)}(2-26) mit j(p, q) = f a- 2x2)qu (2.27)

1 2f 7—1 7%
y 1 a 1 (1 +a>}
s e 5 e s st T [ S 2
auf Integrale der Form of 1—aty? dy 57 {ygo 2771 2a In I —a (2.28)

zuriickfithren. Fiithrt man schlieBlich noch die Differentiationen nach s aus, so ergeben sich die folgenden
Ausdriicke:

S 2lu(2lu+2u+3)+3 2 1
C\‘ = -
300,0,0,0 = 4 3 % { - +u+u3},
0,0, L) = an 3 S JL 4321, 1
30,0, 1,1 = B aFE B gl
%(0,0,2,1) =12 21:3,{7 +3g(2, l)}

=

oo

3(0,0,3,) =307 3 {580, ~3g(2)}.

30,040= 1073 {1056, -3520 ~TeD)s
N - S a¥ (15 301 24F 8P+101 12P+3 121 767}
30.1,0,) = 47 3 ° { e e e R i
% 61 4R+2 6l
X(0,1,1,0) = 4x zw{—— — ——+——+;—},
=) 2 2l
X(0,1,2,0) =127 > lf{3g(2 D)+ ‘;— +21d } (2.29)
s=18
oo 2l
3(0,1,3,1) =302 S {3g(2 1) —15g(3, l)+2—}
s=18
< 105 2107  180B—30 80B+101 161+562+9 32B+401
3(0.2,0,)) = 47 3 135 { L = S
48R +12 481 24
+-§l—j—f + 5 +~},
u u u
R 15 301 24P+6 , 8P+221  20P+7 241 }
& _ e . o N U e -7
30,210 = 4n 3 5 {10,300, 20x0  BEAM, BT L 204
< o% (3 61 4B+2 6l }
~ _ G 1.9 iy Qb LSRG
3(0.2,2,) =127 3 5 {u5+ R A
oo 4 27 2 21 2l
X(0,2,3,1) =307 21315{3%(3 = : = +4152}
=

) 8a 21
3(0,2,4,1) = Z {60 g(3,1) —140g(4,1) + ‘H}
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mit der Abkiirzung u=[1+ (bly/s)2]". (2.30)

Die Summen (2.29) wurden in Abhingigkeit vom Parameter b/y mit der elektronischen Rechenmaschine
Z 22 mit der Genauigkeit von 1% berechnet. In Abb. 1 sind, um von der charakteristischen Form der
(0, r+r,k, 1) einen Eindruck zu vermitteln, die Funktionen (0, 0, 3,0) und \5(0 0,3,1) iiber b} auf-
getragen. Fiir sehr kleine b};sind alle (0, r+7,k, 1) (I>0) proportional zu (b}#)?, wahrend im Unend-
lichen die Kurven das schon angedeutete Verhalten proportional zu 1/b; zeigen. Mit zunehmenden k und [
nehmen die Funktionswerte (0,r+7",k,1; b ) ab, was ja auch unmittelbar aus Gl. (2.14d) abzulesen ist.

d) Die Wirmeleitfihigkeit

3 b*L

.. . .. . . oS e s = T r+r'+3 X
Fihren wir zunéchst die Abkiirzungen A 32(270)4 (cT)3hi (KT) (2.31)
i T\7
und mv{w%e(i.) 53338 e 2o s o Bl Sinmt o bl B (282)
v+ \d ) TF w T Bg?
7 i, K .,
ein, so folgt aus (2.14a) Mg =4 | Nmgh™ +4i7 Z Z m”“” bi) L. (2.33)
re r+r i=1 r-rr

Die Matrixelemente M. s’,’f’,’f der Einzelversetzung konnen aus den in II angegebenen Koeffizienten Tmm (1)

rer
nach

MS%:': of (B i)+ Tiin: (i) deof (2.34)
=

berechnet werden. Dort (II) wurde gezeigt, dal nur die Matrixelemente T':':—iﬂ, von Null verschieden sind,

was auch aus Gl. (2.11a) unmittelbar abzulesen ist. Bei der Einzelversetzung ist ja fiir den Anordnungs-
faktor F der Wert 1 zu setzen und die Integration iber ¢ in (2.11a) ergibt dann 274, _,, . Mit (2.34)
und den Ergebnissen von II erhilt man 15:

j i, 3 B. B,g
mgp? =8 _m(r+1r +3) 1 E(r+r’ +3) e D Z (2.35)
re 315 a=1p= B3
T T Tl T2
Als Beispiel fiir die Abhéngigkeit der Matrixelemente von b/ haben wir in Abb.2 —m?! 1und +m 1-!
0 0
T1 7

fiir Kupfer iiber b}y aufgetragen 6. Das Matrixelement m !~1 ist negativ und hat bei b/;=0 den Wert
0

T:1T: T1Ts2 . 5
2mgi~1, wihrend m} } an dieser Stelle Null ist. Fiir grofie b/ gehen beide Matrixelemente wie 1/b%;
0 0

gegen Null. Setzen wir die Losungen der Gleichungssysteme (2.9a) mit den Koeffizienten (2.33) in die
Ausdriicke (2.10a) fur die Leitfahigkeitskomponenten ein, so erhalten wir

Ve Ko T2 ~
Hu= To b2 %ll(T) (L=13 2)' (2.363)

Dabei ist die dimensionslose Grofle ::u(ff) — die reduzierte Warmeleitfahigkeit — durch

~ 321

Hy= (2 ) Z nl (m( 1),) i n 1 definiert, (2.36h)

1‘T

15 Die Zahlenwerte b 7ﬁ wurden in II fiir Kupfer und Germa- 1% Die hier verwendeten Materialkonstanten fiir Kupfer sind
nium angegeben. in II angegeben.
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10
[\
5 \
: 2 \
L \S
0 1 1 1 1 b (¥ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15

bi{, —_——

Abb. 1. Integrale § (0, 0, 3, 0) (Kurve 1) und J (0, 0, 3, 1)
(Kurve 2) als Funktion von b ;- .

T, T2 T:1T2

Abb. 2. Matrixelemente —m}_% (Kurve 1) und m% %
0 0

(Kurve 2) fiir Kupfer.
i

~ . j . N N j 3
wobei  m(_niy =Nmgl=1 +4i" 3 3 {m}_%
r or i=1{>i r r

T > R (2.37a)
. 1 717_
wobei R & Ry (2.37b)

ist, auch vom Verhiltnis der elastischen Konstanten
und von der speziellen Anordnung der Versetzungen
abhingig. Ist keine Richtung im Festkorper vor der
anderen ausgezeichnet, so kann die willkiirlich ge-
wihlte z-Achse jede beliebige Orientierung haben.
In diesem Fall kann ein mittlerer thermischer Wider-
stand

0=1% (011 +022) (033=0) (2.38)
und eine mittlere Warmeleitfahigkeit
%=1/ (2.39)

definiert werden.

e) Zahlenwerte der Wirmeleitfihigkeit in Kupfer
fiir verschiedene Anordnungen von parallelen
Schraubenversetzungen

Es wurden drei verschiedene Versetzungsanord-
nungen untersucht:

.27

1635

104

2+

1 1 1 1

1
'2 5 1002 5 10 2 5

—_—

it

(= 5 € Ry
(725 5%)

c’ Rii/ '

(2.36¢)

j
J R ) +(—1)’mr%

N,

A: 6 dquidistante Versetzungen entlang der positi-

ven z-Richtung;

: 6 Versetzungen, von denen eine im Ursprung
des Koordinatensystems fest verankert sein soll.
Auf die Gruppe wirke entlang der negativen z-
Achse eine homogene Spannung 7,;

C: 7 Versetzungen, wobei die beiden duBersten bei
r= —D/2 und x = + D/2 fest verankert sein sol-
len (D: Abstand der beiden festgehaltenen Ver-

setzungen).

In allen Fillen sind die Versetzungslinien par-
allel zur z-Richtung. Die Anordnungen B und C wur-
den nach der von EsaeLBy, FrRank und NaBarrO an-
gegebenen Polynommethode bestimmt!?. Danach
sind die Orte der ,freien“ Schraubenversetzungen
entlang der z-Achse im Fall B gegeben durch die
Nullstellen der ersten Ableitungen des LAGUERRE-
Polynoms Lg(477yx/Gb); G ist der Schubmodul
und b der Betrag des Burcers-Vektors. Im Fall C
sind die Orte der ,freien Versetzungen durch die
Nullstellen der ersten Ableitungen des LEGENDRE-
Polynoms Pg(2z/D) bestimmt. Die Nullstellen der

17 J. D. Esuersy, F. C. Frank u. F. R. N. Nasarro, Phil. Mag.
42, 351 [1951].
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Lacuerre- und LEcENDRE-Polynome sind aus Tab. 1

fiir die Falle B und C zu entnehmen.

Nullstellen Li (&) Pi(&)
1 0,621 —0,83
2 2,113 —0,468
3 4,610 0,000
4 8,399 + 0,468
5 14,257 +0,83

Tab. 1. Nullstellen der ersten Ableitungen der LAGUERRE-
Polynome Lg(§) und der Lecexore-Polynome Pg(£).

Nach Gl. (2.36a) und (2.37a) erhilt man mit
den in II angegebenen Materialkonstanten fir Kup-
fer

T
1 — 105
T'[Grad Kelvin] =0,18-10 Rlem]
(2.40)
erg/sec | _ Vo 4,83:10* - ~
und Au cmGrad} L R2[C 2] T u(T)
(2.41)

f) Ergebnisse und Diskussion

In Abb. 3, 4 und 5 ist die reduzierte thermische
Leitfahigkeit in Kupfer fiir die Versetzungsanord-
nungen A, B und C iiber der reduzierten Tempera-
tur T aufgetragen. Kurve 1 zeigt die mittlere redu-

zierte Warmeleitfahigkeit T2 %18, In Kurve 2 und 3

,O‘ 1 1 | -
1072 2 5 _ 07 2 5

] ————

Abb. 3. Reduzierte Warmeleitfahigkeit in Kupfer 6 Schrau
benversetzungen in Anordnung A). Kurve 1: T2 25 28 T2 711 5
3: T2 Hog s 4 T? /s

18 (T2 %) ~1=§ {(TF 2,) 1+ (TF 2p0) ~1}.

1 1 1
5 107! 2 5 : 10° 2 5

Abb. 4. Reduzierte Wirmeleitfahigkeit in Kupfer 6 Schrau
benversetzungen in Anordnung B). Kurve L T2 x, 2: T2 xu "
3: T2 Kooy 4: T® xs

(&,

5+

-61 1 1 L 1
- 1072 2 5 70"7 2 5

Abb. 5. Reduzierte Warmeleitfahigkeit in Kupfer 7 Schrau
benversetzungen in Anordnung C). Kurve 1: T2 x 2: T2 xu 5
3 TPuss, 4 Tgxs.

ist die Komponente T2 xy; bzw. T2 %5, des reduzier-
ten Leitfahigkeitstensors dargestellt. Zum Vergleich
haben wir in Kurve 4 den reziproken mittleren re-
duzierten Wirmewiderstand (T'Q %s) eingezeichnet,
der sich bei Addition der Widerstinde von Ein-
zelversetzungen ergibt (statistische Verteilung). Am
Beispiel der Anordnung B wollen wir kurz andeu-
ten, wie man bei der Auswertung der Kurven zu ver-
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fahren hat. Es sei die homogene Spannung 7, vor-
gegeben. Zwischen dem Abstand der i-ten von der
i’-ten Versetzung R;7 und der Spannung besteht die
Beziehung 1?

Gb
Riv = 4,

Nach (2.40) und (2.37b) berechnet man mit den

Werten aus Tab. 1 die zu einer bestimmten Tempe-

|&—&]. (2.42)

ratur T zugeordnete reduzierte Temperatur 7. Aus
Abb. 4 entnimmt man dann an der Stelle T den
Wert der Funktion 72 %, und berechnet nach (2.41)
die Warmeleitfahigkeit.

Wie erwartet, ist der Warmewiderstand einer Ver-
setzungsgruppe bei gegebener Versetzungsdichte im-
mer grofler als derjenige bei willkiirlicher Anord-
nung der Versetzungen. Die Differenz der Wider-
stande ist um so grofler, je kleiner die reduzierte
Temperatur, d.h. je niedriger die Temperatur T
und je kleiner die Versetzungsabstidnde sind. Wah-
rend bei statistischer Verteilung der Versetzungen
der Warmewiderstand proportional zu 772 ist, vari-
iert die Temperaturabhéngigkeit des Gruppenwider-
stands in grober Niherung zwischen 772 und T~%5.
AuBlerdem ist im Gegensatz zur willkiirlichen Anord-
nung bei der Gruppenanordnung entlang der 2-Achse
die Komponente des Leitfahigkeitstensors »; grofler
als 2,5, weil die in Richtung y laufenden Gitterwel-
len ein ausgedehnteres Verzerrungsfeld ,sehen® als
diejenigen mit Ausbreitungsvektor in 2-Richtung.

Durch Vergleich der asymptotischen Form der
Anordnungsbeitrdge (A.11) mit den Matrizen
N 'Msé“:z‘/ bei statistischer Verteilung wurde die-

re
jenige reduzierte Temperatur T bestimmt, von der
ab die relative Abweichung der mittleren thermi-
schen Leitfahigkeit [ (xg—x)/xs] kleiner als 10%
ist. Es ergab sich

T 2 Tgrenze=1,19/N, (2.43)

1637

wobei Trenze unabhéngig von der spezifischen An-
ordnung ist. Aus (2.43) folgen dann die reduzierten
Grenztemperaturen fiir die Falle A, B und C:

Ta=Tp=0,20, Tc=0,17.

Die absolute Grenztemperatur ist nach (2.37b),
(2.40) und (2.43) 20

1 1
T‘Grenze =81,49 N i%/ R:' . (244)
Mit (2.44) finden wir, dal} oberhalb der Grenztem-

peraturen,

Ty=4,73°K, Tp=1,62°K, T:=2,84°K
die relative Abweichung der mittleren Leitfahigkeit
kleiner als 10% ist, wenn wir als kleinsten Verset-
zungsabstand 50 b wihlen. Die Untersuchungen zei-
gen, daf} oberhalb der reduzierten Grenztemperatur
(2.43) die spezielle Art der Anordnung der Ver-
setzungen in guter Ndherung keinen Einflu} auf den
Wairmewiderstand hat. Unterhalb von Tgrenze ist
bei Messungen der Warmeleitfahigkeit auf Abwei-
chungen vom T'%-Gesetz zu achten.

Die eingangs erwéahnte Diskrepanz zwischen theo-
retischen und experimentellen Werten des Warme-
widerstands in Alkalihalogeniden kann durch die
Beriicksichtigung der Versetzungsanordnung nicht
wesentlich verringert werden, auch dann nicht, wenn
man annimmt, daB ein Atzgriibchen mehrere Ver-
setzungslinien mit Abstdnden von der Grofenord-
nung 50 b enthalt. Es mul deshalb angenommen
werden, daB fir den Hauptbeitrag zum Warme-
widerstand in Alkalihalogeniden ein Streumechanis-
mus verantwortlich ist, der mit der Atzgriibchen-
methode nicht nachzuweisen ist. Dieser muB3, wie die
Experimente zeigen, zu einer Warmeleitfdhigkeit,
die ungefdhr proportional zu T2 ist, fithren. Jede
Erklirung dieser Diskrepanz muf} aber so geartet
sein, daB sie die gute Ubereinstimmung zwischen
Theorie und Experiment bei Legierungen nicht ver-
letzt.

Anhang

a) Asymptotische Form der Integrale (m+m',r+1', k,1; biy)

Nach (2.14d) und (2.19c) ist

19 Der Ort der i-ten Versetzung ist
zi=[G b/ (4 w 7)1&i
(éi=i-te Nullstelle des Polynoms L’g).

%(Oar+r’aksl;b£i')=4’ f .z 1
0

e s i
(e 1)2 23 (k1 blyz) (A.la)
20 Man beachte, dal3 ¥ = derer ist, weshalb sich
xS 1+A4o1/01

der Zahlenwert von (2.44) von dem an anderer Stelle an-
gegebenen 1! — dort wurde gefordert, da Ao1/or = 0,1
ist — um 10% unterscheidet.
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. . ; Val (k+12) } ; "
by - VAL (E+7)2) i 2\
mit i(k, l; blyz) TOrD) o T2z (1-)kd. (A.1b)
Da der Integrand in (A.la) mindestens wie 277" *! (r+r" = 0) gegen Null geht, verschwindet auch fiir

sehr groBe b}-Werte der Beitrag zum Integral (A.la) an der unteren Grenze. Wir konnen deshalb in
(A.1b) das Produkt

B=blyz (A.2)
fiir b}y—> oo als sehr groB ansehen. Fithren wir in (A.lb) die Substitution
zx=>blyzt=Bt ein, (A.3)
. Vn I'(k+1'2) 1 < )
so ist i(k,1;B) = "7 (h+1) f To () g 4 (A.4)

o Val(k+fe) [1 1k (k
oder i(k,1;B) = (k—;lijw_lB f Jor(z) dz + y21<v>( Bg,,

Mit Hilfe partieller Integration kann gezeigt werden, dal} die Integrale des zweiten Summanden in (A.5)
mit hoherer Potenz in 1/B gegen Null gehen als das erste Integral. Fiir grofie B ist deshalb

f Jor () xg”dx} (A.5)

B
it 3y ) e V”FIZIETI)/” L [ Jue) da (A.6)

Die Integration in (A.6) fiihrt man zweckmiBigerweise mit Hilfe einer Abschneidefunktion e~%2 aus,

dann kann die obere Grenze des Integrals gleich unendlich gesetzt werden:

i(k,l;B)~V%,1;l£’i+1;/2)% Owe""/Blzl(x) & (AT oler HET B~ V’}T(Ig?ﬁ/?l;. (A.7b)

Damit haben die Integrale J(m +m/,r +1', k,1; bly) nach (A.1a) und (2.15) folgende asymptotische Form:

; 7T 1
S0, r+7, k1 ) ~ AVETELIR) (o)1 (rar 42) )

T T41) b’ (A.8a)
, ; 2V I' (k+1]2) , ; 1
; bli) ~ =T ! s :
2, r+1, k15 bly) T(hi2) (r+r+2)18(r+r"+2 b (A.8b)
b) Asymptotische Form der Matrixelemente M 'f”i"
Setzt man die Ausdriicke (A.8 a und b) in (2.14a) ein, so erhilt man mit
/ 3 b L r+r'+2 i ¥ 1,
D(r+r) =4, 18 (12 (KT) (r+7"+2)! {(r+7+2) Z g Ry (A.9)
fiir die Anordnungsbeitrige
- N
MAéLéL':QAii’a,’;,'ZZZZ BBﬂ C(jjsm-m';a,pB;kl) Z Z (m+m',r+7,k1; bl (A.10)
rr a B k1 3
L L L s
M=l =Myt 1 ~D(r+71) (1 )
Ty T2 T1 T2 32‘2
M5 = —M YT ~ —D(r 1) ( +9(B”) }
r ¥ r z 3
T2 Th 1 B,\? B (A.11)
11 + - _ 2 2
MA}rl D(r+r) { * 5, KZ Bs) +9 <B3)”’
T2Ts 1 B.\2 B,\2 B 2
171 ., ’ + . 2 2 2 _
nf oo [ (2= ) o (3] (5 1)
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. L. T:Th T1T2 : T\T: T.Ts
mit den Symmetrieeigenschaften M1~ + My 171 =D(r+7) =Myl } +Ma ] ] (A.12)
e 2" ror r v ror
T:Ts T1T2 7 B2 2 T2T2 T:Ta
und My + My 1T =DG+r) (B2 -1) =Mad | +M1Y. (A.13)
r r r r’ 3 r r r

Diese asymptotischen Ausdriicke wurden auch von Bross!! auf anderem Wege abgeleitet. Er kann mit
Hilfe der Methode der stationdren Phase auflerdem noch die asymptotischen Werte der Matrixelemente fiir

Ubergiinge zwischen longitudinalen und transversalen Wellen angeben.

Herrn Professor Dr. A. Seecer und Herrn Dozent Dr. H. Bross danke ich fiir die interessante Aufgabenstel-

lung, fiir viele eingehende Diskussionen und wertvolle Ratschlige.
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Ziel der Untersuchung war, eine Beziehung zwischen dem Absorptionsspektrum von rhombo-
edrischem grobkristallinen Bor und seinen elektrischen Eigenschaften im eigenleitenden Zustand zu
suchen, wie sie vorher schon erfolgreich an Germanium ! und Silicium 2 gefunden worden waren,
weil dort freie Ladungstriager einen wesentlichen, mit der Wellenldnge stark wachsenden Anteil am
Absorptionsspektrum haben. Bei Bor hat sich aber die Beteiligung freier Ladungstriger an der
Absorption nicht iiberzeugend nachweisen lassen. Der langwellige Teil wird durch wenig tempera-
turabhéngige, ziemlich scharfe Absorptionsbanden gebildet, die sicher einem Gitterschwingungs-
spektrum entstammen. An dem kurzwelligeren intensiven kontinuierlichen Untergrund, der mit der
Temperatur stark wichst, sind sehr wahrscheinlich temperaturabhéngige Kombinationsbanden der
Gitterschwingungen und die Ausldufer der stark temperaturabhingigen Bandkante beteiligt, die
auf eine mit wachsender Temperatur stark abnehmende Energieliicke hinweist. Damit erkldrt sich
zwanglos die mit der Temperatur stark anwachsende und bei hohen Temperaturen, verglichen mit

der Lage der Bandkante, viel zu hohe Aktivierungsenergie der Tragerzahl.

Das gesinterte, grobkristalline (Korngréfie 1/2
bis 1 mm), porenfreie Bor der Firma Starck,
Goslar, hatte folgende spektralanalytisch festgestell-
ten Verunreinigungen in einer Konzentration von
weniger als 1073%: Si, Mn, Zn, Mg, Fe, Cu, Ca, Al,
Bi. Die C-Konzentration war sicher nicht grofler als
1072% 3. Das Aussehen der Borbrocken war dunkel-
grau glinzend. Drehkristallaufnahmen (wegen der
groben Kristallstruktur wurde die Probe auch in der
Léngsachse verschoben) sind mit den von Horn* an
rhomboedrischem Bor gemessenen Netzebenenab-
standen vertrdglich. Es handelt sich um das von
Sanps und Hoarp 3 beschriebene ,,Rhombohedral
Elemental Boron“ mit einer Einheitszelle von 108

Atomen, a=10,12 A, a=65° 28’. Zum Diinnschlei-
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fen (bis 29 u mit &2 u Schwankung bei 5 mm Q)
und Polieren der Proben diente Borcarbid.

Absorptions- und Reflexionsspektrum

Die Proben konnten, umgeben von einem Wider-
standsofchen, im Hochvakuum bis 700 °C erwirmt
werden. Gleichzeitig konnte die elektrische Leitfihig-
keit mit angedriickten Strom- und Spannungselektro-
den, die zugleich als Thermoelemente dienten, be-
stimmt werden. Die Proben waren freitragend, die
diinnsten auf einem Bor-Rahmen mit Wolframfedern
befestigt. Die logarithmische Auftragung der Durch-
lassigkeit verschiedener Proben iiber ihrer Dicke
(Abb. 1) liefert besonders bei hohen Temperatu-
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